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Conjunto

® SeS={A1,A2,...,An} é o conjunto de todas possibilidades que um experimento pode
dar, S é chamado de espaco amostral deste experimento e cada um de seus elementos de
ponto amostral ou evento elementar.
®  Empregamos a palavra amostral para aludir a origem estatistica dos termos.
® Uma colecéo parcial de elementos de S é chamada de subconjunto. Casos extremos
destes conjuntos:
® O conjunto é o préprio S
® O conjunto ndo possui nenhum ponto __ conjunto vazio __ 0
® Um evento é um subconjunto do espaco amostral de um experimento.
® Um evento ndo é elementar se a ele estiver associado mais do que um elemento ou
evento de S.
Operacoes
® AUB denota a unido de dois conjuntos.
E o conjunto de todos os pontos pertencentes a A ou B ou a ambos.
®

AN B denota a interseccédo de dois conjuntos.
E o conjunto de todos os pontos pertencentes a ambos 0s conjuntos.



Probabilidade

Probabilidade € um nimero que resume a possibilidade de obtermos um certo evento em
um experimento.

Alternativamente: A probabilidade P(A) de um evento A é a razdo do nimero de casos
favoraveis ao evento m pelo nimero total n de casos, com tanto que todos eles sejam
m

equiprovaveis: P(A) = .

Uma medida de probabilidade é uma funcéo P que satisfaz:
1. Se A é um possivel evento de um experimento entdo o valor da funcao, sua
probabilidade, é P(A) >0
2. Se dois eventos sdo mutuamente exclusivos ANB = 0o valor de P é
P(AUB) =P(A)+P(B)
3. P(S)=1
A probabilidade de um evento A C S é obtida adicionando as probabilidades atribuidas
aos elementos do subconjunto de S que correspondem a A.



Propriedades

® Seoseventos Ap, A, ..., Ay sdo mutuamente exclusivos e exaustivos, entdo
AfUAU...UAL =S

Os m eventos formam uma particdo do espaco amostral S em m subconjuntos.
Se A1,Ar, ... Ay formam uma particdo, entao

P(A1) +P(A2)+---+P(Am) =1
P(AUB) é a probabilidade do evento A ou do evento B ou ambos ocorrerem.

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB),

P(ANB) __ a probabilidade de ambos eventos ocorrerem __ deve ser subtraida, ja que
P(A) + P(B) leva em conta a regido AN B duas vezes.



Eventos independentes

® Experimentos independentes correspondem a nogao intuitiva de experimentos repetidos
sob condicdes identicas

® um sistema utilizado ao longo do tempo

® diversos sistemas idénticos empregados em um mesmo instante — ensemble

Se N experimentos idénticos e independentes (sem memoria do aconteceu
anteriormente) forem repetidos e N — oo, esperamos que a fragédo dos eventos A (Na/N)
aproxime-se de P(A).

Os eventos A e B séo independentes se e somente se P(ANB) = P(A)P(B).

Eventos independentes ndo sdo mutuamente exclusivos onde temos P(ANB =0) =0



Ensemble

® Na discusséo da entropia, postulamos que s&o iguais as probabilidades de encontrar um
sistema fechado em qualquer estado microscopico consistente com seus vinculos. Esta
hipbtese atribui estas probabilidades apelando a simetria do sistema.

® Um ensemble de sistemas é uma colecéo de sistemas idénticos.
Cada réplica do sistema no ensemble esta em um dos estados acessiveis ao sistema.

® Numa vis&o originalmente proposta por Gibbs, podemos substituir médias temporais por
médias em um ensemble.



Probabilidade condicional

A probabilidade condicional do evento A ocorrer assumindo que B tenha ocorrido é
denotada por P(A|B) e dada por

P(ANB)
P(B)

P(AB) =
Uma vez que P(ANB) =P(BNA):
P(A|B)P(B) =P(B|A)P(A).
Se A e B sdo independentes: P(A|B) = P(A)

A probabilidade condicional P(A|B) é essencialmente a probabilidade do evento A se
usamos o conjunto B como espaco amostral ao invés de S.



Contagem

® Sejam duas operacdes tais que uma pode ser feita de m maneiras e a outra em n.

® Principio de Adic&o: Se as operacdes sdo mutuamente exclusivas entio uma
operacao qualquer pode ser feita de m + n modos.

®  Principio da Multiplicacdo: Se uma das operacdes é executada em uma de suas
possiveis maneiras e a seguir a outra é executada em uma das suas proprias
maneiras entao as duas operacdes podem ser executadas de m X N maneiras.

Permutacoes e Combinacoes

® Uma permutacdo é um dos arranjos de um conjunto de objetos distintos em uma dada
ordem. O numero de diferentes permutacdes de um conjunto de N objetos é N!

® O numero de permutacdes Pll?\l de R objetos tomados de um conjunto de N elementos
N!

(N—-R)!

® Uma combinagdo é a selecéo de alguns dos objetos de um conjunto formado de

elementos distintos sem preocupacédo com a ordem da escolha. O numero de
combinacdes de R objetos tomados de um conjunto de N elementos é

distintos é PY =

N!

CR =
R RI(N=R)!




Cultura Geral

O Santo Império Romano era um complexo de terras na Europa central e ocidental inicialmente
regido pelos francos e depois por reis aleméaes. Da coroacao de Carlos Magno em 800, perdurou
por dez séculos.

Woltaire foi uma das mais influentes figuras do iluminismo francés e da Europa no Sec. XVIII,
filésofo, poeta, dramaturgo, ensaista, historiador e escritor.



Variaveis aleatorias

Segundo Voltaire: O Santo Império Romano ndo era santo, nem império e nem romano.
Similarmente uma variavel aleatéria nao é aleatéria nem uma variavel:

Uma variavel aleatoria é uma funcéo definida em um espago amostral.
® Alternativamente: Uma quantidade cujo valor € um nimero determinada por um evento
de um experimento é chamada variavel aleatoria.

® Uma variavel aleatéria X em um espaco amostral S (contavel) é uma funcéo numérica
gue mapeia os elementos de S.

® As possiveis realizacfes da v.a. X s&o denotadas por {xi}.



Distribuigdo e valor esperado

A probabilidade de conjunto de pontos amostrais pode ser determinada pelos valores de
variaveis aleatorias

fa<X <b}={Aa<X(A) <h}

Notacdo pp = P(X = Xp)
P@<X<bh)= Z Pn

a<xn<b
Funcéo de distribuicdo de X: Fx(x) =P(X <x) = % pn
Xn <X
Pl@a<X <b)= (X<b) (X<a) Fx (b) — <)
Valor médio ou esperado: ( =) X(A XnP(An) =1

Segundo momento: E (X ZX (An)P



Variaveis aleatorias com densidades

Funcéo densidade
1. VX: f(x) >0

2. /_Zf(x)dx:l

P(a< X gb):/bf(x)dx

a

X
Funcéo de distribuicdo de X: Fx (X) = P(X <x) = / f(u)du

Fe (%) = f(x)

Valor médio ou esperado: (X) = E(X) = / xf(x)dx=p

Segundo momento: E (X?) :/ X2 (x)dx



\Variancia

Var (X) = E(X?) —E(X)? = E((X —1)?)

Medida de quanto os valores estdo espalhados em torno da média



Distribuicdo Binomial

Aplicacao: Um nimero N de experimentos ou de sistemas e dois eventos possiveis
Experimentos/sistemas independentes

p é a probabilidade de um dos eventos ocorrer (coroas, spin para cima, etc)

g = 1— p € probabilidade do outro evento

Dois estados para cada sistema = 2N & o nimero total de estados possiveis

P(um particular estado com n spins para cima) = p"gq" "

n~N—nN

N
P(de qualquer estado com n spins para cima) = <N B n) P9

v /N
Normalizagdo: 1 = (p+q)N — ( )pnan
2\n



Valor médio da distribuicdo binomial

Se uma medida de y produz n

* (y)= nin(':) p"gh "

o(p-+q)M aZr'Lo<N)pnqN_n N1 e (NN g
(] _ n . n n
oo ap = N(p+aq) —nzon L)pa
o N N—-1 N N n~N—nN
p(p+q) —Z}n 4P
n=
®* ptg=1 = Np:i”<N)p”qN”=<y>
n= n
on /g 1

® Var (y) =Npq = on = +/Npqg e portanto W VPR

® Se N~ Np entdo ay/(y) ~ 10712 (desvio relativo da média)

® Portanto apesar dos parametros macroscopicos serem variaveis aleatérias, suas
flutuacOes séo tdo pequenas que podem ser ignoradas.

® Exemplo: falamos da energia de um sistema em contato com um reservatorio
térmico, apesar desta grandeza ser uma variavel aleatoria que flutua
constantemente.



Distribuicao Gaussiana (Normal)

A distribuicdo Gaussiana € a mais comum e importante nas aplicagdes.

O teorema do limite central garante que a soma (ou a média) de um grande niumero de v.a.
distribuidas de forma idéntica e independente aproxima-se da distribuicdo Gaussiana.

) 1 xw?
X) = e 20'2
P 2102
de () g var (9 = < [ peepe B e o7
onae 20 X = a (X) = X — 20 X —
\/ a 2102 J —oo -
Distribuicdo normal padrao: y1=0eao=1
1 —X2/2
X) = ——e
p(x) N

Equivalentemente X — X — |1 e a seguir X — X /0.



Funcio de Distribuicao

Funcéo erro

Funcédo erro complementar

erf(X) + erfc(x) = 1




Valor de In n! para n grande

n' :1.2....n
n
Inn! = z Inm
m=1

n
Inn! %/ Inxdx = xInx — x|}
1

Se n >> 1 entdo:

Inn! ~ nlnn—n

6 8 10 12 14

o -, 1
Aproximacéo de Stirling: Inn! ~ 5 In(2rm) +nlnn—n



Funcao gama

r(z) = / - 1g gt
0

Integrando por partes: (z) = —tz_le_t];°+(z—1)/ t22e "t
0

= (z—l)/ t22e "t
0

= (-1l (z—-1)=|nl=I(z+1)

Im:Z/Oooxme—xzdx; (m>—1) Zd:(w’;ﬂ |m:/O°°yne—ydy:I'(n+1); <n—mT_1)
1 3 1
lor =T (04 Y2) = (€= 2) (= 3) - 5V (T(Y2) = VT

21 =T(+1) =2



Distribuicdo Gaussiana como limite da Binomial

Sistemas com N >> 1 spins, N;,Ny >> 1= 2s % +N. Portanto, s ndo precisa ser grande

N|| — NH/ = 25 N|| = N/2—|—S
NH+NU( = N Nu/ = N/2—S
N! N N
ps = P27q2

(N/2+5)(N/2—s)]

Aproximacao de Stirling: n! =~ v/ 2riNNNe N

21N NN 0 Hys N
2n(N/2+5)21(Nj2—s) (Nj2+s)N/Zs)(N/j2—s)N/zs) © P

Q

Ps

1 1 .
= \/2T[N(1/2—|—S/N)(1/2—S/N) (1/2+5s/N)(N/2+s)(1/2 — 5 /N )(N/2-5) p2 1S

N N_
B [ p2+s qz s
o 2TIN (1/2_|_S/N)(N/2+s+l/2) (1/2_S/N)(N/2—S+1/2)
1 D (N/2+s+1/2) q (N/2—s+1/2)
— \/ 2nNpg (1/2+S/N) (1/23/N>
1 5 (N/2+s) g (N/2-s) N 1 N
21N pg (1/2+S/N) (1/2—s/|\|> Pois 5 L5+ 5~ 5 =S

Q



Distribuicdo Gaussiana como limite da Binomial

Esta funcdo possui um pico pronunciado em torno do valor médio de S

(s) == (Nj)—N/2=N(p—-1/2),jaque %\; ON~Y/2

Podemos ver isto explicitamente. E conveniente tomar o In de

1 ) (N/2+s) . (N/2-s)
Ps =1/ 2rupg (1/2+S/N) (1/2—S/N)

Inps = —% In(2riN pqg) + (% +3) (Inp—ln(1/2+s/N))+(% —s)(Ing—1In(1/2—s/N))

olnpg
0S

=Inp—In(1/2+s/N)—-1—Ing+In(1/2—s/N)+1

olnpg

Conforme afirmamos: 3

=0 Vamos expandir Inps em torno de s =
s=M

azlnps__ 11
92  N/2+s N/2-s

0%1nps
0s>

1 1 P+q 1

s—u Np N(@-p)  Npg  Npg




Distribuicdo Gaussiana como limite da Binomial

Se 0% = Npq




Desigualdade de Chebyshev

Seja X uma v.a. com valor médio i = E(X) e € > 0 um nGimero positivo qualquer. Ent&o

Var (X)
PX—h| > 8) < =
Prova: P([X —p| >¢€) = Z P(xi) (A prova € semelhante no caso continuo)
[Xi—H[=¢e
Y (xi—w?P(xi) = Var (X)
X
(Xi—W?Px) <
[Xi—u|=€
e2P(xi) <
Xi—H[=>¢g
g2 P(x) <
[Xi—H|=€

Portanto P(|X —p| > ¢€) <



L el dos grandes numeros ou das médias

Sejam X1, Xo, ..., Xn observagdes independentes com valor esperado E (Xj) = {1 e variancia
Var (X) = 02. Seja Sp = X1+ X2+ - - + X,. Ent&o para qualquer € > 0,

P(S”
n

—ulZs) — Ocomn — oo,

Equivalentemente: P (

S
Fn—u‘<8)—>100mn—>oo

Prova: Uma vez que X1, Xo, ..., X, sao independentes e possuem a mesma distribuicéo, temos
que:

2
o
Var (S))=no®> e  Var <§> = —.
n n
02
Pela desigualdade de Chebyshev: P(|X — | > €) —8

Portanto paraum dado€ >0: P (

— — u' ) Ocomn — o
[ QED (quod erat demonstrandum).



Observacoes dos lancamentos de uma moeda

Observacoes de Bernoulli

Seja p a probabilidade de obtermos cara.
Seja Xj = 1 no caso de sucesso na obtengéo de cara e Xj = 0 no caso oposto.

Entdo Sy = X1+ Xo +-- -+ X,, € 0 nimero de sucessos em N observacgoes.
u=E(Xj)=1p+0(1-p)=p

S
Fn—p 28)—>Ocomn—>oo

A firmacao acima diz que, em um namero n grande de experimentos podemos esperar que a
proporgcao de vezes que o evento cara ir4 ocorrer é proximo de p.

De acordo com a lei dos grandes nameros: P (

Isto mostra que nosso modelo matematico de probabilidade concorda com nossa interpretacéao de
frequéncia da probabilidade.



Teorema do limite central

Se Sy é a soma de N v.a. mutuamente independentes entdo a funcéo de distribuicdo de Sy, com
N — oo, & bem aproximada pela funcéo de densidade Gaussiana (normal)

1  (x=p?
fio(X) = e 27 .
W0 >

2TIO

Vamos discutir este teorema apenas como aplicado a observacdes de Bernoulli.

Caso geral é assunto para um curso de teoria da probabilidade.

Considere observacoes de Bernoulli com probabilidade p de sucesso em cada experimento.
Seja Xj = 1 ou -1 respectivamente se o I-€simo evento é um sucesso ou um fracasso.

SN = X1 +Xo+ -+ Xy,

é a diferenca entre o nimero de sucessos e fracassos 0 excesso de spin (29).

Sabemos que S ou 87’\' possui como sua distribuic&o a distribuicao binomial de probabilidades.

Portanto como ja vimos se N — oo esta distribuicdo é bem aproximada pela distribuicao
Gaussiana.
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